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0 Zielsetzung der Facharbeit

Das Thema der Facharbeit lautet 'Modellierung graphischer Simulationen am PC' und ist
damit trotz des klangvollen Titels recht weit gehalten. Deshalb muss der Fokus dieser
Arbeit im Folgenden weiter gebiindelt werden.

Man kann graphische Simulationen am PC grob in 2 Typen unterteilen, die sich aber in den
letzten Jahren durch den technischen Fortschritt immer starker angenahert haben:

e photo-realistische Simulationen
e Echtzeitsimulationen

Wahrend bei ersterem Darstellungsqualitat und Darstellungsméglichkeiten das
Hauptaugenmerk ausmachen, lberwiegt bei letzterem — wie der Name schon sagt — der
Wunsch nach gréBtmdglicher Interaktivitat und Darstellungsgeschwindigkeit.

Wie der Leser sicher schon erraten hat, sind Computerspiele, 3D-Anwendungen wie CAD-

Applikationen (im Entwurfsmodus), etc. Echtzeitsimulationen und Programme, die z.B. von
Pixar oder Disney zum Erstellen von Animationsfilmen oder von Architekten zur Erstellung

von Prasentationen verwendet werden, photo-realistische Simulationen.

Die Facharbeit wird auf photo-realistische Simulationen, genauer gesagt die Untergruppe
der klassischen Raytrayer (der Begriff wird im ndchsten Abschnitt erklart) und auf die
mathematischen Aufgaben- und Problemstellungen, die dabei auftreten, ndher eingehen.

Die Entwicklungen der Algorithmen in den letzten Jahren und die dadurch ermdglichten
Optimierungen und Beschleunigungen der Darstellungsprozesse sprengen den schulischen
Wissensrahmen und damit auch den Rahmen dieser Facharbeit, weswegen nur die
klassischen, urspriinglichsten und notwendigsten Algorithmen und Anschauungsweisen
beschrieben werden.

0.1 Art und Weise der Darstellung, Definition und Einfihrung

Da dieses Thema, insbesondere der allgemeine, programm-technische Aspekt, relativ
wenig mit dem Schulstoff der gymnasialen Oberstufe zu tun hat, miissen viele neue
Begriffe eingefiihrt, manche Definitionen (im mathematischen Teil) erweitert und die Art
der Darstellung der Ubersichtlichkeit wegen gelockert werden. Auch soll die Facharbeit fiir
den uneingearbeiteten Schiiler im Leistungskurs versténdlich sein. Trotzdem und gerade
deswegen ist es wichtig, einen einheitlichen Stil zu benutzen, um das Auffinden von
Spezialbegriffen und Formeln zu erleichtern.

Deswegen werde neue Begriffe bzw. Begriffe, die ad-hoc definiert werden fett gedruckt.
Mit ad-hoc-definierten Begriffen sind Begriffe gemeint, die im Text direkt, also beilaufig,
erwahnt werden, deren Bedeutung aber trotzdem von Wichtigkeit ist. Gerade wegen der
Seitenbeschrankung, die zwar fiir diese Facharbeit schon gelockert worden ist, kann nur
flr die wenigsten und wichtigsten Begriffe eine prazise Definition erfolgen. AuBerdem
wirde eine prazise Definition bei manchen Begriffen wahrscheinlich starker verwirren, da
sie ein weitaus tieferes Verstandnis fiir die Thematik erfordern wiirde.

Auf die Fahigkeit der Abstraktion des Lesers wird groBter Wert gelegt. Er sei sich gewiss,
dass alles fiir das Verstandnis wichtige erwahnt und in der nétigen Tiefe behandelt
wird.Zusatzlich gibt es im Anhang einen Index, der das Nachschlagen von Fachbegriffen
erleichtern sollte.

1 Was ist ein "Raytracer"?

Photo-realistische Simulationen versuchen logischerweise Photorealismus durch eine
maoglichst gute Approximation physikalischer Begebenheiten zu erreichen. Raytracer, was
auf Deutsch so viel wie Strahlenverfolger bedeutet, beruhen dabei auf
Strahlenverfolgung. Bild 1.1 verdeutlicht dabei das Prinzip:
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Vom virtuellen Betrachter werden
Strahlen, sogenannte
Primarstrahlen, ausgesandt und der
Auftreffpunkt, der sogenannte
Kontaktpunkt, mit den Objekten im

(virtuellen) Raum bestimmt. /<

Von diesem Auftreffpunkt werden {x

dann sogenannte Sekundarstrahlen \j
losgeschickt um die Farbe des Objekts
an dieser Stelle zu bestimmen.

Diese kénnen zum Beispiel die zu

reflektierende Farbe bestimmen oder  Bild 1.1.: Prinzip der Strahlenverfolgung

zur Ermittlung der Einfallsstarke des

Lichtes von Lichtquellen (wie in der Illustration dargestellt) benutzt werden. Die
Darstellung von Schatten ist damit einfach zu realisieren, indem gepriift wird, ob ein
Sekundarstrahl ungehindert zu einer Lichtquelle gelangen kann oder nicht.

Mit Hilfe dieses einfachen Grundgedankens lassen sich auBert komplexe Bilder einfach
rendern.

2 Uberblick tiber die verschiedenen Teilbereiche und
den Gesamtaufbau

Szenengraph
Das Schema in Bild 2.1 verdeutlicht den
gedanklichen Aufbau eines einfachen Szene
Raytracers: N o
Wie man sieht, besteht ein Raytracer aus 2 ( Dbi&klE>' (_LichtqueIIEQ
Einheiten: dem sog. Renderer, der das T B
Ausgabebild erstellt, und einem /,_.---——- - _""---n\
Szenengraph, der eine Szene auf eine wirtuelle Kamera® )
niitzliche Art und Weise représentiert, die es ~— N
dem Renderer erlaubt, diese effizient zu
rendern. Rendervorgang

Renderer ¥

-~ .,

gerendertes Bild )

2.1 Szene und Szenenaufbau S
Der Raytracer rendert immer eine Szene, Bild 2.1 Allgemeines Schema

welche aus Objekten und Lichtquellen

besteht. Dabei dient eine virtuelle Kamera als unsichtbarer Beobachter. Objekte und
Lichtquellen werden hierarchisch angeordnet und die Datenstruktur, welche die

Verhaltnisse in einer Szene beschreibt, wird Szenengraph genannt.

-

Bevor man aber den Szenengraphen genauer betrachten kann, ist es wichtig zuerst zu
verstehen, was genau mit ,Objekten und Lichtquellen® gemeint ist.

Lichtquellen sind Punkte im Raum, die Licht einer bestimmen Farbe in alle Richtungen
aussenden und damit Objekte beleuchten. Sie haben keine Ausdehnung und sind auch
nicht direkt auf einem gerenderten Bild sichtbar. Nur ihre Wirkung, die Beleuchtung
anderer Objekte, ist direkt sichtbar. Lichtquellen haben Eigenschaften wie Intensitat,
Reichweite, Lichtfarbe (bzw. Lichtspektrum), etc.

Objekte haben dagegen einen ,Kdrper" und sind auf dem Ausgangsbild sichtbar. Ein
Objekt hat zwei verschiedene Kategorien von Eigenschaften: die eine Kategorie beschreibt
die Stellung des Objektes in der Szene, die andere beschreibt sein Aussehen.

Die Art und Weise, wie das Aussehen eines bestimmten Objektes gespeichert wird, ist von
Objekttyp zu Objekttyp unterschiedlich:

1 Rendern bezeichnet das Erstellen eines computergenerierten Bildes
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Eine Kugel (wie in Bild 2.2 zu sehen) kann durch Radius
und Aufhdangepunkt ausreichend beschrieben werden.

Ein Quader dagegen kann durch Héhe, Breite und Tiefe,
oder auch durch die Koordinaten seiner Ecken definiert
sein (zum Vergleich Bild 2.3).

Bei parameterisierten Flachen dagegen speichert man die | :
Funktion und die Koeffizienten (siehe Bild 2.4 fir ein \ Aufhangepunkt S
Beispiel einer parameterisierten Funktion). \

Mit der Stellung in der Szene sind Eigenschaften gemeint
wie: Position, Ausrichtung (Drehung) und GréBBe um
nur einige zu nennen. Diese Eigenschaften sind
unabhangig von dem eigentlichen Aussehen des
Objektes: Ein Tisch sieht wie ein Tisch aus, egal wo im
Raum er steht, wie er ausgerichtet ist oder wie gro3 er
ist. Entsprechend ist es niitzlich, das Aussehen getrennt
von den nur fir den Szeneaufbau wichtigen
Eigenschaften, wie den oben genannten, anzugeben.

Bild 2.2.Kugel

Als Beispiel stelle man sich eine Pyramide vor, deren
Eckpunkte in einem kartesischen Koordinatensystem
angegeben sind. Es ist niitzlicher, diese Koordinaten
relativ zu einander anzugeben, also lokal, anstatt fiir
jede Ecke die Koordinaten relativ zur Gesamtszene
(global) anzugeben, da, wenn zum Beispiel die Position
der Pyramide geandert wird, im ersten Fall

(lokal) keine einzige Koordinate direkt geandert
werden misste, wahrend im anderen Fall

(global) jede Koordiante angepasst werden

musste.

Bild 2.3.Quader

Deswegen wird das Aussehen eines Objekts (z.B
wie oben bei einer Pyramide die Koordinaten der
Ecken) in einem lokalen Koordinatenraum
gespeichert, der unabhangig von der jeweiligen
Position, Ausrichtung und GréBe des Objektes in
der Szene ist. Wenn das betreffende Objekt dann

in die Szene ,gesetzt" wird, werden die Bild 2.4.parameterisierte Oberfliche (Skizze)
Koordinaten, die sein Aussehen beschreiben vom

lokalen in den globalen Y
Koordinatenraum transformiert, Y

d.h. das Objekt wird dann an die

entsprechende Stelle in der Szene E— 1 .
verschoben, sowie entsprechend ) el ‘
rotiert und skaliert. In Bild 2.5 sieht -~ z NN

man dies am Beispiel eines Kegels. Bild 2.5.Vom lokalen in den globalen Koordinatenraum

Dieser Wechsel von einem Koordinatenraum in einen anderen wird durch sogenannte
Transformationen durchgefiihrt.

Es gibt einige Grundtransformationen:
e Translationen fiir Verschiebungen
e Rotationen fiir Drehungen
e Skalierungen fir VergroBerungen/Verkleinerungen

Es ist mdglich, Transformationen miteinander zu verknipfen und so aus den
Grundtransformationen komplexe Transformationen herzustellen (z.B. Skalierung-
>Translation->Rotation->Translation). Dies wird als Verkettung bezeichnet und eine
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Transformation, die aus mehreren Grundtransformationen besteht, heit auch verkettete
Transformation.

Zusatzlich ist es méglich Grundtransformationen und verkettete Transformationen, die aus
eben diesen Grundtransformationen bestehen, umzukehren. Man spricht von einer
inversen Transformation, wenn man die Umkehrung einer Transformation meint.

2.2 Der Szenegraph

Der Szenengraph, der es, wie oben erwahnt, erlaubt, Objekte hierarchisch in der Szene zu
ordnen, nutzt nun verkettete Transformationen um die Szene ,aufzubauen®. Was genau
eine Szenengraph ist, wird am einfachsten verstandlich, wenn man ein Schema vor sich
sieht:

Ein leicht verstandliches Beispiel ist
in Bild 2.6 zu sehen. Es beschreibt Hauptknoten (sog. root node)
eine Szene mit einer (duBeren) ‘
Hauptlichtquelle und einem Auto,

das zusatzlich aus 4 verschiedenen # ¢
Radern und jeweils einem linken und
rechten Scheinwerfer besteht. Wenn
nun z.B. das Auto um 45° mit Hilfe
einer Rotations-Transformation ﬁ
gedreht werden wiirde, so wiirde der | Linker Scheinwerfer -«

Szenengraph dafiir sorgen, dass die Rader 1-4
Rader und Scheinwerfer automatisch
mitgedreht werden, da das Objekt Rechter Scheinwerfer
~Auto" in der Hierarchie Uber den
Radern und Scheinwerfern steht.

Dadurch lassen sich komplexe Lichtquelle Objekt

Szenen einfach aufbauen, da durch - . L
eine logische Anordnung der Objekte Bild 2.6.Schema eines Szenengraph fiir eine einfachen Szene

und Lichtquellen das Positionieren und das Ausrichten der Objekte vereinfacht wird.
AuBerdem lassen sich so komplexe Szenen leicht nachtraglich bearbeiten, da man die
Transformationen getrennt vom Aussehen speichern kann.

Szenenlichtquelle Alto

Man kann also zusammenfassend sagen[6]:

Ein Szenengraph ist eine Baum-Struktur, die alle Objekte und Lichtquellen einer
Szene hierarchisch anordnet und sie entsprechend ihrer Stellung in der Hierarchie durch
verkettete Transformationen in den globalen Koordinatenraum transformiert.

Wir wissen jetzt, wie die Szene aufgebaut ist, was einen Szenengraph und was
Transformationen sind.

2.3 Rendervorgang

Wie in 1 Was ist ein "Raytracer"? beschrieben,
werden in dem vereinfachten Raytracer, den ich
hier beschreibe, folgende Schritte durchgefiihrt, um
die Farbe eines Punktes im gerenderten Bild zu
bestimmen (auf die Punkte wird weiter unten im
Detail eingegangen):

1. Es wird ein Primarstrahl fiir jeden Punkt
des Ausgabebildes losgeschickt. Bei Bild 2.7.Modellvorstellung fiir
perspektivischer Projektion (also normal wie perspektivische Projektion
bei einer Kamera), kann man es sich wie in
Bild 2.7 gezeigt vorstellen: Vom Betrachtungspunkt wird ein Strahl durch den
entsprechenden Bildpunkt losgeschickt.
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Bild 2.8 Kontaktpunktbestimmung

2. Der friiheste Kontaktpunkt des Strahles mit einem Objekt der Szene wird
bestimmt. AuBerdem werden wichtige Werte, wie Entfernung zum Betrachter und
Normale, der Vektor, der senktrecht auf der Kontaktoberflache steht, bestimmt
(siehe Bild 2.8).

3. Die Farbe des Objektes am Kontaktpunkt wird bestimmt und im gerenderten Bild
als Farbe des jeweiligen Punktes im Ausgabebild gespeichert.

Zu1.:
Zuerst einmal ist es wichtig zu definieren, was das Ausgabebild ist:

Das Ausgabebild oder gerenderte Bild besteht aus w mal h
Farbwerten (w: Breite, h: Hohe). Die Farbwerte werden gew6hnlich in
ihren 3 Einzelkomponenten (rot, griin, blau) getrennt gespeichert.
Dabei kénnen die Komponenten Werte zwischen 0 und 1 annehmen.
Sie bezeichnen die Intensitit der jeweiligen Grundfarbe. Die
Grundfarben werden dann entsprechend ihrer Intensitdt gemischt und
ergeben durch additive Farbmischung die Farbe (vgl. Grundwissen
Kunst und Physik Jahrgangsstufe 10).

Bild 2.9.Additives
Farbschema

Um zu verstehen, was genau ein Primarstrahl ist, muss zuerst definiert werden, was
allgemein unter einem Strahl zu verstehen ist:

Ein Strahl ist nichts anderes als eine Halbgerade, die durch eine Richtung und einen
Startpunkt bestimmt ist.

Primarstrahlen fangen am Aufhdngepunkt der virtuellen Kamera an. Ihre Richtung
hangt neben der Blickrichtung der Kamera, ihrer Drehung etc., auch von der Art der
Projektion ab.

Die Projektion bestimmt, wie die virtuelle Szene auf das Ausgabebild abgebildet
wird.

Es gibt verschiedene Projektionen:

Perspektivische Projektion:

Unter einer perspektivische Projektion versteht man eine Projektion, die einer nhormalen
Kamera oder dem menschlichen Auge nachempfunden ist. Sprich: Objekte verjlingen
sich in die Tiefe.

Ein Beispiel dafiir waren parallele Gleise, die sich in der Ferne zu schneiden scheinen.
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Orthogonale Projektion:

Unter einer orthogonalen Projektion versteht man eine Projektion, die langen- und
winkeltreu ist (im Gegensatz zur perspektivischen Projektion, bei der die Langen mit
dem Abstand zum Betrachter kleiner werden).

Ein Beispiel dafiir waren Risszeichnungen und Blaupausen von Gebduden, bei denen es
auf exakte Angaben ankommt.

Zu 2.:

Wie in 2.2 Der Szenegraph beschrieben, werden verkettete Transformationen benutzt,
um Objekte vom lokalen in den globalen Koordinatenraum zu transformieren.

Tatsachlich bedient sich ein Raytracer aber normalerweise eines Tricks, um viel Arbeit
zu sparen:

In Wirklichkeit transfomiert er fiir jedes fiir einen Kontakt in Frage kommende Objekt
den Strahl vom globalen in den lokalen Koordinatenraum.

Um an dem Beispiel mit der Pyramide anzukniipfen: Eine Pyramide hat mindestens 4
Ecken (Spitze&Grundflache); es miissten also 4 Koordinaten transformiert werden. Beim
Strahl dagegen miissen nur 2 Koordinaten transformiert werden: Aufhdngepunkt und
Richtung (wobei die Richtung anders behandelt werden muss, doch dazu spater).

Nachdem der Strahl in den lokalen Koordinatenraum transformiert worden ist, wird der
erste Kontaktpunkt mit dem entsprechenden Objekt (sowie die Oberfldchennormale)
und die Distanz vom Strahlursprung bestimmt. Kontaktpunkt, Oberfldchenormale und
Kontaktdistanz miissen dann vom lokalen in den globalen Koordinatenraum
zurlicktransformiert werden, um aussagekraftige (von den Objekten unabhangige)
Daten zu erhalten.

Die ,,aussagekraftige" Distanz wird mit den Kontakten des Strahles mit anderen
Objekten verglichen und die kleinste Distanz bestimmt den gesuchten friihsten
Kontaktpunkt.

Zu 3.:

Zur Bestimmung der Farbe des Kontaktpunktes werden Sekundarstrahlen zu allen
Lichtquellen in der Szene geschickt und es wird gepriift, ob der Sekundarstrahl vor der
Lichtquelle mit einem anderen Objekt zusammentrifft. Ist dem so, so liegt der
Kontaktpunkt im Schatten der betreffenden Lichtquelle und diese Lichtquelle muss bei
den weiteren Berechnungen nicht weiter berlicksichtigt werden.

Eine genauere Betrachtung der Farbberechnung und des Schattierungsmodelles erfolgt
in 3.4 Farbberechnung und Schattierungsmodell.

Es wurde ein grundlegender Uberblick iiber die Art und Weise gegeben, wie das
Ausgabebild erstellt wird und der Leser weil} jetzt, wie wichtig Transformationen
und die Moglichkeit, Transformationen umzukehren, fiir den Raytracer sind.

3 Nahere Betrachtung und Untersuchung einzelner
Teilaspekte

Jetzt, da der Leser einen Uberblick iber die Funktionsweise des Raytracers hat, ist es an
der Zeit, einige Bereiche im Detail zu betrachten.

3.1 Computer-bedingte Beschrankungen und Schwierigkeiten

Es ist wichtig zu verstehen, dass Computer nicht perfekt rechnen kénnen und es immer
Rundungsfehler und Probleme mit der Genauigkeit ab einer bestimmten GréBenordnung
gibt.
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AuBerdem kann ein Computer Zahlen nur bis zu einer gewissen Genauigkeit speichern und
dadurch ergeben sich einige Komplikationen bei der Berechnung und dem Vergleich von
Werten.

Zuerst soll jedoch das Format, in dem Zahlen in einem Computer gespeichert werden,
erldutert werden. Obwohl es viele verschiedene Arten gibt, Daten binadr zu speichern,
werden gewodhnlich zwei standardisierte IEEE-Formate[3] benutzt, um ganze Zahlen,
sogenannte Integer, und FlieBkommazahlen, sogenannte floating-point numbers oder
kurz floats, zu speichern. Ein Computer speichert Daten unterteilt in Bytes, welche
wiederum aus 8 Bits bestehen, die entweder gesetzt(1) oder geldscht(0) sind. Ein
einfacher 2-byte Integer ohne Vorzeichen (unsigned integer) kénnte wie folgt
dargestellt werden:

0 1 0 0 1 110j00010011
15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 10

Tabelle 3.1: unsigned 2-byte integer

15
Der Wert des Integers wiirde sich aus Z 2 b, ergeben wobei b, den Wert des Bits an i-ter
i=0
stelle beschreibt (siehe Tabelle 3.1). In unserem Beispiel ware also der Wert dieser
Ganzzahl: 1+2+16+512+1024+ 2048+16384 =19987

Bei vorzeichenbehafteten Zahlen (signed integer) wird das hichste Bit (most
significant bit — oder kurz MSB) benutzt, um das Vorzeichen zu speichern: 0 fir positive
Zahlen, 1 fir negative. Bei negativen Zahlen enthalten die restlichen Datenbits das 2-er
Komplement des absoluten Zahlenwerts — dies erleichtert die Rechenoperationen. Dies sei
jedoch nur am Rande bemerkt, da eine weitergehende Behandlung von Integern fir einen
Raytracer nicht notwendig ist. Es soll damit lediglich ein Uberblick vermittelt werden, um
den Einstieg in floats zu vereinfachen.

Ein float setzt sich immer aus einer Mantisse, einem Exponenten und einem Vorzeichenbit,
das im MSB gespeichert wird, zusammen:

Vorzeichenbit Exponent Mantisse

Tabelle 3.2: Struktur eines Floats

Dabei ergibt sich der resultierende Zahlenwert durch m‘2eXp_BIAS'{_llﬁflérs:zol mit sals
Wert des Vorzeichenbits, exp als Exponent, der als vorzeichenloser Integer gespeichert
wird, und m als Mantisse, die als Fixpunktzahl der Form b.bbbb... gespeichert wird. Dabei
wird die Einerziffer immer implizit als 1 angenommen. Vom Exponenten wird weiterhin eine

positive Konstante B/AS abgezogen, um auch negative Exponenten zu ermdglichen.

Floats kommen in mehreren Varianten vor, die sich dadurch auszeichnen, dass sie
unterschiedlich viel Datenplatz beanspruchen und damit eine unterschiedliche Genauigkeit
besitzen. Normalerweise verwendet man heutzutage sog. doubles (floats mit doppelter
Genauigkeit — daher auch der Name) fir alle Operationen.

Doubles nehmen insgesamt 8 Bytes, also 64 Bits, in Anspruch, daraus werden 52 Bits fiir
die Mantisse und 11 Bits fiir den Exponenten verwendet. D.h. mit einem Bias von +1023,
kénnen, da 0 und 2047 als Exponenten nicht erlaubt sind, Werte von
+1.0-2" 71" ~+2.22-107" bis +2.0-2° 1" ~+1.80-10*" dargestellt werden.
Wichtiger ist jedoch, dass eine Genauigkeit von 10g10253~ 15.95, also 15 Stellen, erreicht
wird (53, da die Einerziffer implizit vorausgesetzt wird, deshalb nicht gespeichert werden
muss und man dadurch ein Datenbit mehr gewinnt). 15 Stellen sind, wenn man es sich
genau Uberlegt nicht besonders viel und tatsachlich ergeben sich durch diese ungenaue
Darstellung von Zahlen einige Schwierigkeiten, die schon aus Messexperimenten aus der
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Physik bekannt sind und bei der Entwicklung von graphischen Simulationen eine gewisse
Sorgfalt im Detail voraussetzen:

e allgemein sind Ergebnisse von Operationen, die wegen Aquivalenz gleich sein
sollten, nicht gleich. Als Beispiel berechnen wir die haufig genutzte Konstante € fir
die gilt e=inf | x|double(1+ x)>double (1)} , wobei double dabei eine Funktion

bezeichnet, die eine reellen Zahl auf ihren mdglicherweise gerundeten Wert als
Double abbildet:

Der Exponent von double(1) ist logischerweise gleich 0, d.h. wir suchen die
kleinste Zahl, die die Mantisse noch verandern kann, also e=2"’~1.1-10""°.
Diese Zahl ist relativ wichtig, da man, statt direkt auf Gleichheit zu priifen, besser
priift, ob, fiir ein im Rahmen der Messungenauigkeit selbstgewahltes E> ¢, gilt:
la—b|<E . Am besten stellt es sich jedoch heraus den relativen Fehler zu
a—b
max(a,b)

e die Assoziativgesetze gelten nicht.

Uberpriifen: <€

Beispiel: a:zg , dann folgt fiir die Berechnung von (1+a)+a:

double (double(1+ a)+a)=double(1+a)=double (1) , aber fiir 1+ (a+a) gilt:
double (1+double(a+ a))=double(1+¢€)#1

D.h. es ist sehr wichtig, mdglichst vereinfachte Formeln zu verwenden, also
Formeln mit mdglichst wenigen Operationen und mdglichst vielen Werten der
gleichen GréBenordnung, um mdglichst viele Stellen der Mantisse zu nutzen.

3.2 Koordinatenraume und -transformationen

In 2 Uberblick (iber die verschiedenen Teilbereiche und den Gesamtaufbau wurde schon
deutlich, wie wichtig Transformationen und ihre Verkettung fiir einen Raytracer sind.

Im Folgenden soll ihre mathematische Darstellung genauer untersucht werden.

Transformationen werden mittels Matrizen dargestellt[4]. Da Matrizen nicht zum Schulstoff
gehdren, aber notwendig flr das Verstandnis sind, sind im Anhang (unter 4.1 Einfiihrung
in Lineare Algebra) einige Definitionen, Gesetze, Beispiele und Aufgaben angefligt.

Auch wenn der Leser vertraut mit allem ist, so sollte er trotzdem Y
einen Blick darauf werfen, da mdglicherweise eine flir ihn neue
Nomenklatur eingefiihrt wird.

3.2.1 Koordinatenraume

Wie in 2 Uberblick iiber die verschiedenen Teilbereiche und den 0
Gesamtaufbau erwahnt, existieren ein globaler Koordinatenraum

und fiir jedes Objekt ein eigener lokaler Koordinatenraum. z

Bild 3.1.Rechtshindiges
Bisher wurde nicht definiert, was genau mit dem Term Koordinatensystem
Koordinatenraum gemeint ist. 5

Ein Koordinatenraum besteht aus einer Basis, den
dazugehorigen Basisvektoren und einem Ursprung (und bildet
selbst auch einen Vektorraum [11]).

Die Basisvektoren ordnet man dabei bestimmten Achsen in

einem rechtshéndigen Koordinatensystem zu. Ublicherweise ?
werden die Achsen mit x, y und z bezeichnet, wobei die x-Achse
dem 1., die y-Achse dem 2. und die z-Achse dem 3. Basisvektor
zugeordnet wird.

Die Anordnung der 3 Achsen ergibt sich aus der Rechten- Bild 3.2.Rechte-Hand-Regel
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Hand-Regel (siehe Bild 3.2 zur Veranschaulichung).

3.2.2 Transformationen und Matrizen

Wie in 2 Uberblick (iber die verschiedenen Teilbereiche und den Gesamtaufbau geschildert,
dienen Transformationen dazu, von einem Koordinatenraum in einen anderen zu wechseln.

Bisher wurde die Fragestellung, was eine Transformation sei und wie sie mathematisch
dargestellt wird, geschickt umgangen. Nun soll sie jedoch beantwortet werden:

Eine Transformation transformiert einen Vektor von einem Koordinatenraum in
einen anderen. Sie ist damit eine Funktion, die einen Vektor auf einen anderen

abbildet: 7 :IR"—IR" und X '=7 (%) 7 kann auch in Komponentenschreibweise
angegeben werden:

X1 T,(X) ~ X'y T(x)\ . R
r:fe =l v Jeaw = 2| 2 |FT(R)

X, \Ta(X) x') \T,(%)
T'; ist dabei eine Funktion, die einen Vektor auf eine reelle Zahl abbildet, welche die
-te Komponente des transformierten Vektors darstellt. 7' 1L T, werden deshalb auch
als Komponentenfunktionen von T bezeichnet.

Beispiel:
T:R’->R’
T1(3’c)=x13+x2
Tz(})zxf_xz

T..}__,<T1(3C})): xi+x2

Tz(}) x?—xz
»_(—1
()

:T(}):( _02)

T ware eine gliltige Transformation. Eine andere Transformation (Bilder aus [10]) ist als
Beispiel hier zu sehen:

42

Bild 3.4.Eine Ebene vor der Transformation Bild 3.3.Die ,,”Ebene,“ nach der Transformation
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Solche Transformationen sind aber kompliziert und zu unbestimmt, um sie geniigend fiir
den Einsatz in einem Raytracer vereinfachen zu kdnnen. AuBerdem liegt das
Hauptinteresse ja an der Darstellung der Grundtransformationen (Rotation, Translation
und Skalierung) und der Mdglichkeit ihrer Verkettung.

Deswegen wird nur eine Untergruppe der Transformationen untersucht:

Eine lineare Transformation ist eine spezielle Transformation, deren
Komponentenfunktionen nur aus ersten Potenzen der Vektorkomponenten bestehen. T
ist genau dann eine lineare Transformation, wenn fiir die Komponentenfunktionen von
T gilt:
T, (X)=a,; x,+a,x,++a, x
T,(X)=a, x,+a, x,++a,-x

n

n

T (X)=a,x,+a,x,++a, x,

Beispiele:
R x,+2x,
1. T(x)=|2x,+2x,
2x,

T ist eine lineare Transformation
2. Aber F'y und F, sind keine:

x,+3 R X
Fi(x)= X, | F,(X)= x;
X3 X

Betrachten wir noch einmal die verschiedenen Komponentenfunktionen einer linearen
Transformation T:

T,(X)=a, x,+a,x,++a, x
T,(X)=ay x,+a, x,++a,-x

n

n

T (X)=a,x,+a,x,+ +a, -x,
Wenn man an 4.1.3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme denkt, fallt die Ahnlichkeit zu
einem linearen Gleichungssystem auf. Schreiben wir die Transformation also einmal zum
Versuch um:

Xy T, (X) a; 4y a,
¥=| X2 ;T(B’c): T,(%) A= ay Ap 0 Gy
xn Tn(}) an] an2 ann

Tl(}):an'xl"‘alz'xz"""+a1n'xn
Ty(X)=ay X+ @y Xyt +ay, X, oT(%)=Ax

T (X)=a,x+a,x,++a, x,
(Durch Ausmultiplizieren kann dies leicht nachgepriift werden.)

Wie man sieht, kénnen Matrizen zur Darstellung von Transformationen duBerst niitzlich
sein.

Allgemein kann man feststellen:
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Eine quadratische n Xn Matrix stellt eine lineare Transformation fiir Vektoren mit n
Komponenten (kurz: €R") dar. Ein Vektor wird durch Multiplikation mit der

Transformationsmatrix transformiert: X '=7 X , wobei 7 die
Transformationsmatrix darstellt.

Das ist schén und gut, aber was ist mit den wichtigen Eigenschaften von
Transformationen, deren Forderung fiir einen Raytracer wichtig sind:

Die Moglichkeit der Verkettung von Transformationen und dem fiir die Ausfiihrung des
Renderns wichtigen Vorgang der Umkehrung der Transformationen - man erinnere sich an
2.3 Rendervorgang:

Strahlen werden vom globalen in den lokalen Koordiantenraum transformiert, also
umgekehrt zur angegebenen Transformationen vom lokalen in den globalen
Koordiantenraum, und die berechneten Vektoren danach vom lokalen in den globalen
Koordiantenraum zuriicktransformiert.

Die in 4.1.2 Matrizen und ihre Eigenschaften aufgelisteten Satze helfen, dies zu
untersuchen:

1. Verkettung

Verkettung bedeutet, dass zwei oder mehrere Transformationen zu einer einzigen
zusammengefasst werden, die sich, wenn ein Vektor durch sie transformiert wird,
genauso verhalt, als ob die Transformationen, aus denen sie besteht, einzeln
angewandt wurden.

Das Stichwort , Matrix-Multiplikation" hilft weiter:

Nehmen wir an, wir hatten k lineare Transformationen, die verkettet werden sollen:
L,,---, L, . Diese sollen dabei der Reihe nach auf einen Vektor X angewandt
werden.

Versuchen wir die Verkettung schrittweise herzuleiten:

L, wird zuerst angewandt: X '=L,X

> !

L, wird als nachstes angewandt: X"=L,X =L2(L1x)
L, wird angewandt: }"'=L3}"=L3(L2(L176)) USW.
Am Ende steht: X*=L(L;-(L X))

Das ist das Gleiche wie: x*=(LL;_,-- L)%

Die verkettete Transformationsmatrix L ist folglich gleich: L=L,L,_,---L,

Man kann also zusammenfassen:

Lineare Transformationen werden verkettet, indem ihre
Transformationsmatrizen in umgekehrter Reihenfolge miteinander
multipliziert werden, oder anders ausgedriickt, der Reihenfolge nach links-
seitig verkniipft werden. Die resultierende Transformation bezeichnet man als
verkettete Transformation. Will man allgemein zwei lineare Transformationen
und ihre Transformationsmatrizen A und B zu einer neuen linearen
Transformation mit der Transformationensmatrix C in der Reihenfolge ,,zuerst
A dann B “ verketten, so wird dies durch: C=BA erreicht.

2. Umkehrung/Inversion

Die Umkehrung einer Transformation entspricht der Invertierung ihrer
Transformationsmatrix.
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Allgemein kann festgestellt werden, dass es lineare Transformationen gibt, die
nicht umgekehrt werden kénnen, da es Transformationsmatrizen gibt, die nicht
invertiert werden kdnnen.

Hierzu seien zwei Beispiele genannt:

0 -« 0
o A=[: -
0O --- 0
e oder allgemein Transformationsmatrizen flir deren Determinante gilt:
det(T)=0

Normalerweise werden von Raytracern ausschlieBlich Transformationen unterstiitzt,
die auch umgekehrt werden kdnnen.

Dass dies keine sonderliche Beschréankung bedeutet, soll im Folgenden verdeutlicht
werden.

Dazu betrachten wir noch einmal die Haupteigenschaft von inversen Matrizen:
AAT'=AT"A=1

Was heift das genau? Wird eine Transformation mit ihrer Inversen multipliziert, so
ergibt das die Einheitsmatrix, welche einer Transformation ohne Wirkung entspricht
(ein Vektor wird auf sich selbst abgebildet). Nach obiger Definition bedeutet aber
die Matrixmultiplikation auch eine Verkettung von Transformationen. Wird die
Inverse auf die urspriingliche Transformation angewandt (oder umgekehrt), so
heben sich die beiden auf, daraus folgt logischerweise, dass die Inverse die
Umkehrung einer Transformation entspricht.

Es soll vorausgesetzt sein, dass sich alle Grundtransformationen umkehren lassen
(auf dies wird spater noch genauer eingegangen). Diese Annahme ist auch intuitiv,
da man sich vorstellen kann, dass eine Drehung, durch eine Gegendrehung in die
Gegenrichtung, eine Verschiebung durch eine Verschiebung in die Gegenrichtung
und eine VergréBerung bzw. Verkleinerung durch eine Verkleinerung bzw.
VergroBerung aufgehoben werden kann.

Fiir den Raytracer sind ja nur diese 3 Grundtransformationen und daraus
resultierende Verkettungen interessant, deshalb ist die Eigenschaft
(AB)'=B"" A”! duBerst hilfreich.

Sie sagt aus, dass verkettete Matrizen genau dann umgekehrt werden kdnnen,
wenn die Matrizen, aus deren Verkettung sie entsteht, umgekehrt werden kdnnen.
Da wir davon ausgehen, dass sich die Grundtransformationen umkehren lassen,
lassen sich somit auch alle anderen fiir den Raytracer interessanten
Transformationen umkehren.

Es ist im Moment unbefriedigend, dass noch nicht bewiesen wurde, dass sich
Grundtranformationen invertieren lassen bzw. noch nichts liber ihre Darstellung in
Matrizenform gesagt wurde.

Dies wird in den nachsten Abschnitten nachgeholt.

3.2.3 Transformationen als Basiswechsel

Wie kann man sich das vorstellen? Nehmen wir an, die Koordinaten eines Objektes seien in
einer Basis A gegeben. Durch die Annahme einer neuen Basis verandern sich die
Koordinaten (bzw. identische Vektoren haben andere Koordinaten beziiglich der neuen
Basis). Dies kénnte auch durch eine Transformation geschehen.

Facharbeit von Andreas Kirsch Seite 14 von 35



Bild 3.5.Basiswechsel zur Ausfiihrung einer Skalierung (schwarz: alte
Basis, blau: neue Basis)

Wie man in Bild 3.6 sieht, kann ein solcher Basiswechsel die Wirkung einer Rotation haben
- oder die einer Skalierung, wie in Bild 3.5 zu sehen ist. Die schwarzen Achsen stellen dabei
die alten Basisvektoren dar und die blauen Achsen die neuen. Das erste Teilbild stellt das
Objekt aus der Sicht (bzw. im Koordinatensystem) der alten Basis dar, das mittlere

€
\\ =
.'\\ d"l’
-~
A ~
b

Y
Y

i
Y

Bild 3.6.Basiswechsel zur Ausfiihrung einer Rotation (schwarz: alte
Basis, blau: neue Basis)

veranschaulicht die Lage der neuen Basis im Vergleich zur alten und das rechte zeigt das
Objekt aus der Sicht der neuen Basis.

Tatsachlich stellt jede umkehrbare Transformation auch einen Basiswechsel dar bzw. kann
durch ihn ausgedriickt werden.

Was genau passiert bei einem Basiswechsel? Ein Vektor wird von einer Basis in eine andere
versetzt, in dem seine Koordinaten durch die neuen Basisvektoren ausgedriickt werden.

Mathematisch sieht dies wie folgt aus (im IR? ):
B ={51, e,, é}}(alte Basis)
B ':{e"1 e, e, ’} (neue Basis)
\TB:<X 2 Y Z>
vp=(x",y",z")
x'e/'+y'e,/ +z'e)'=xé+ye,+zé,
Seien die Koordinaten der Basisvektoren von B’ durch die Basisvektoren von B

ausgedrickt, so ergibt sich, falls man auch die Basisvektoren von B durch sich selber
ausdriickt?:

51=<1)0)0>:'52:<0; 1;0>,'53:<0,0, 1>

e ,:<elx”ely"elz,>’.g2’:<e2x!’e2yl’e2z’>’.é>3:<e3xy’e3y ”e3z’>

! ! !

elx e2x e3x X
=y’ ' ! ' ! r |=
X le Iy + y e2y +z e3y y
! ! !/

€1, € €3, z

X
2 Umgeschriebenzu X "€,'+ y'e,"+z"€;'=| y | erkennt man, dass dies zum gleichen Ansatz

z

fiihrt, den wir auch im Unterricht benutzen.
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Schreibt man dies aus, so erkennt man, dass das Gleiche auch durch Matrizen ausgedriickt
werden kann:

elz eZZ e3z_
x' X
SO
z' z
x' X
|z > >
d I [el € es] y
z' z

Dazu sei anzumerken, dass eine Matrix, die nur aus Basisvektoren besteht, immer
invertierbar ist (fir einen Beweis siehe 4.2.1 Matrizen aus Basisvektoren sind invertierbar
im Anhang).

Man kann allgemein festhalten[4]:

Die Koordinaten <V1 EELIN A '> eines Vektor V beziiglich einer Basis B 'sind durch
die Koordinaten <V1 5°°% V,,> von V beziiglich der Basis B und der Darstellung der
Koordinaten der Basisvektoren €,', -+, €, 'von B' beziiglich B festgelegt mit:
!
S -, ST e -, - T
VB': E :[el cee e :| : :[e] cee en :I vB

v, v,

Dies lasst sich noch weiter vereinfachen, falls vorausgesetzt wird, dass es sich um eine
orthonormale Basis handelt[4].

Dann gilt namlich, dass alle Basisvektoren senkrecht aufeinander stehen und Einheitslange
besitzen.

Eine Basis ist dann orthonormal, wenn ihre Basisvektoren alle orthogonal zueinander
sind und die Lange 1 besitzen: €, L €;<¢;e,=0fiir i# jund le.|=1firalle i, j, k

Eine Matrize, deren Zeilen oder Spalten aus den Basisvektoren einer orthonormalen Basis
aufgebaut sind, also deren Zeilen- oder Spaltenvektoren senkrecht zueinander stehen und
Einheitslange besitzen, bezeichnet man als orthonormale Matrix.

Die Transponierte einer solchen Matrix haben eine angenehme Eigenschaft: sie ist zugleich
ihre Inverse!

Der Beweis ist ganz leicht:
0.b.d.A sei die k-te Zeile der Matrix A gleich dem Vektor €, der orthonormalen Basis. Dann
bestehen die Spalten der Matrix A” aus diesen orthonormalen Vektoren.

Wird nun A mit A” multipliziert, so gilt nach den Regeln der Matrixmultiplikation fiir die i-te
Zeile und j-te Spalte:

(AAT)U:Z Aik(AT)kj: z AikAjk: Ez‘gj
k=1 k=1
v . . -\2 |2
:(AAT)Uz fiir l=j.'(€l-) =|ei| =1
fiir i# 8,18 =¢¢=0
Und dies entspricht genau der Definition der Einheitsmatrix (Diagonale besteht aus Einsen,
der Rest aus Nullen).
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Beispiel:

010 0 0 1
A=|lo0 0 1|=A'=[1 0 0

1 00 010

01 0ollo o 1] |1 0 0
AA™=lo o 1|1 0 ol=|l0o 1 o|=1

1 0 0llo 1 ol ]o o0 1
Zusammengefasst:

Die Transponierte einer orthonormalen Matrix ist zugleich ihre Inverse.

Wird vorausgesetzt, dass die Basen beim Basiswechsel alle orthonormal sind, so lasst sich
diese Aussage auf die Gleichung beim Basiswechsel anwenden:

é’ T -, >
- =, T e [, Lo || [ Vs
Vs [el €, ] VB_[el €, ] Vg : |Vs :
—_ ’T - ' -
e, e, vy
- ,T
€
: kann dabei als Transformationsmatrix interpretiert werden.
- T
e !

Insgesamt kann man also feststellen, dass Transformationen (in orthogonalen

Koordinatensystemen) und Basiswechsel aquivalent sind.

Rotationen lassen sich dadurch lberaus leicht konstruieren, da man nur die neuen
Basisvektoren aufstellen und in die Transformationsmatrix einsetzen muss.

Beispiel:

Es soll eine Rotation um & Grad im mathematischen

Drehsinn (gegen den Uhrzeiger) an der x-y-Ebene (siehe
Bild 3.7) durchgefiihrt werden. Aquivalent dazu ist ein
Basiswechsel mit einer Drehung im Uhrzeigersinn.

Als erstes fallt auf, dass die z-Achse unverandert bleibt, da
die Drehung ja um sie erfolgt.

D.h. &,'=(0,0,1).

Betrachtet man zusatzlich Bild 3.8, so erkennt man, dass
fur die neue x-Achse, also €,', die positive x-Achse die
Ankathete und die negative y-Achse Gegenkathete
darstellen, damit folgt fiir den neuen Basisvektor:

e’ =<coso< ,—sina, 0> Analog folgt fiir den Basisvektor
der neuen y-Achse, fiir den die positive y-Achse die
Ankathete und die positive x-Achse die Gegenkathete
darstellen: ¢’ =<sin(x ,COSKX, 0>

Diese 3 Basisvektoren haben alle Einheitslange und stehen
senkrecht aufeinander, wie sich leicht durch ein paar

\iﬂ( X

""-u\___\_\_\_\_h

X
Bild 3.7 Rotation um die Z-Achse
(x-y-Ebene)
cos o

a

sin
1
Bild 3.8.Rechtwinkliges Dreieck

Punktprodukte oder logisches Schlussfolgern Uiberpriifen lasst.
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Damit stellen sie eine neue orthonormale Basis dar und eine Rotation um die z-Achse um
o Grad (gegen den Uhrzeigersinn) kann ausgedriickt werden durch die
Transformationsmatrix’:

cosx —sinx 0

T'=| sino¢ cosx O
0 0 1

Die Rotationen um die x- und y-Achse lassen sich analog herleiten.

Dass Rotationsmatrizen invertierbar sind, wurde oben gezeigt, da jede beliebige Rotation
die Orthonormalitdt der Basis erhalt und somit jede Rotation einen Basiswechsel darstellt.

Damit wurde auch mathematisch bewiesen, dass eine der 3 verwendeten
Grundtransformationen invertierbar ist.

3.2.4 Darstellung von Skalierungen durch Matrizen

Jede Skalierung entlang y
einer beliebigen Achse 4

kann auf eine Streckung yd
entlang der 3
Koordinatenachsen durch
Rotation zurilickgefiihrt
werden, indem das
Objekt so rotiert wird, 0L —_—

dass die Achse mit einer X |
Koordinatenachse [
zusammenfallt (siehe Bild ~ 2

3.9). '

Bild 3.9.Die Koordiantenachsen (schwarz) werden so rotiert, dass dann
Deshalb reicht es aus, eine davon (blau) mit der Skalierungsachse (rot) zusammenfillt

nur eine Skalierung

entlang der Koordinatenachsen zu betrachten. Die Komponentenfunktionen einer solchen
Transformation S, die die x-, y-, und z-Koordinaten um s, , S, , und S, streckt, sehen wie
folgt aus:

Sl ( 56 ) = sx "X 1
S,(X)=s y X2
S 3 ( 3% ) = Sz X 3
Die dazugehorige Transformationsmatrix ist also, wie man leicht erkennt:

s, 00
S=|0 s, 0
0 0 s,

Da diese Matrix zwar orthogonal aber nicht orthonormal ist, lasst sich die Inverse nicht
einfach durch Transponieren gewinnen. Ein intuitiver Ansatz hilft hier:

Wen man einen Vektor um s, , S, , bzw. S streckt, so wird dies wohl aufgehoben werden
kénnen, wenn man ihn um 1/s,, 1/s,, bzw. 1/s_ staucht.

Durch Probe erhdlt man tatsachlich:

s, 0 Of|1l/s, O 0 sts, 0 0 1 00
0 s, OFf O 1/s, O (5] O sJ/s, O [5(0 1 0
0 0 s, 0 0 1/s, 0 0 s./s.| LO O 1

3 Ein anderer Ansatz zur Herleitung kann in [4] gefunden werden.
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Damit ist auch die zweite von 3 Grundtransformationen als Transformationsmatrix
beschrieben worden und es wurde gezeigt, wie sie invertiert werden kann.

3.2.5 Translationen und affine Transformationen
Eine Translation/Verschiebung eines Vektors 3=<V1, Vo, v3> um den Verschiebungsvektor
d kann durch folgende Transformation beschrieben werden:

v'=T(¥)=v+d

Eine solche Transformation wird (brigens auch als affine Transformation bezeichnet[9]:
Eine Transformation, der Art v '= T(i;') =AVv+d ,wobei A eine lineare
Transformationsmatrix ist, die jeden Vektor v nicht nur linear transfomiert, sondern

zusitzlich auch um einen konstanten Verschiebungsvektor ZJ verschiebt, heiflt affine
Transformation.

Ein Problem ergibt sich daraus, dass d eine Konstante ist und lineare Transformationen nur
aus ersten Potenzen der Vektorkomponenten bestehen und somit keine Konstanten in
linearen Transformationen vorkommen konnen.

Deswegen kann T nicht als lineare Transformation im IR? Vektorraum ausgedriickt werden
und besitzt auch keine 3x3 Transformationsmatrix.

Aber dieses Problem kann durch einen Trick geldst werden:
Stellen wir dazu die Funktionsvorschrift von T auf:
_ T,(v)=1v,+d;-1 = 1-v,4+0-v,+0-v,+d -1
T(V)=| T,(¥)=1-v,+dy1 = 0-v,+1-v,+0-v,+d, 1
T,(v)=1vs;+d,-1 = 0-v,+0-v,+1-v,+d,-1
Die Art und Weise der 2. Umformung sieht so aus, als ob sie durch Matrizendarstellung
vereinfacht werden kdnnte und tatsachlich:

V1

1 oo [t oo d].
T(¥)=[o 1 0 d, 2=010d2[¥]
001d3V13001d3

Dies sieht schon fast wie eine Transformationsmatrix aus, wobei der Vektor des IR* in

einen Vektor des IR* umgewandelt wurde, indem eine 1 als 4. Komponente hinzugefiigt
wurde. Die Matrix muss nun noch quadratisch gemacht werden, damit solche
Transformationen verkettet werden kénnen®. Wie konnte also die 4. Zeile aussehen? Die 1
scheint essentiell zu sein, damit der Verschiebungsvektor erhalten bleibt, d.h. das

Punktprodukt des vierten Zeilenvektors/der vierten Zeile der Matrix mit <V1 2 V5, Vs, 1>

sollte auch wieder 1 ergeben. Dies ist nur dann immer moglich, wenn die 4. Zeile aus
(0,0,0,1) besteht.

Die Transformationsmatrix sieht damit wie folgt aus:

0 0 d,

S O O =

S O =

oS = O
o

4 Man erinnere sich: eine 3x4 Matrix multipliziert mit einer 4x1 Matrix ergibt eine 3x1 Matrix, die nicht
weiter mit einer 3x4 Matrix multipliziert werden kann.
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Dabei ist T selbst eine lineare Transformationsmatrix! Dies steht aber nicht im Widerspruch
zu dem oben genannten Problem. T ist eine lineare Transformationsmatrix fir Vektoren

des IR*, aber nicht fiir Vektoren des IR* ! Fiir diese handelt es sich um eine affine
Transformation. Erst durch die Umwandlung in Vektoren des IR* kann die affine
Transformation der IR® -Vektoren durch eine lineare Transformation dargestellt werden.

Diese Hilfsvektoren des IR* Vektorraumes bezeichnet man als homogene Vektoren, bzw.
ihre Koordinaten als homogene Koordinaten[5][8].

Wie oben schon erwshnt, werden ,normale® R Vektoren in homogene Vektoren
umgewandelt, indem die neue, 4. Komponente gleich 1 gesetzt wird.

Die Achse, entlang der die 4. Komponente angetragen wird, bezeichnet man gelaufig als
w-Achse.

Es ist aber auch moglich sie gleich 0 zu setzen. Die
Folge davon ist, dass der Vektor dann nicht
verschoben wird, da in diesem Falle die
Komponenten des Verschiebungsvektors mit 0
multipliziert werden:

0 0 d,||v v,
0 d,||v,
1

1

0 d; || vs V3 — . .

00 0 1 0 0 Bild 3.1Q.chht1ge.r Effekt einer
Translation auf Richtungs- (griin) und

Diese Umwandlung ist fiir Richtungsvektoren Ortsvektoren (blau)

nitzlich, da diese von Verschiebungen auch nicht

betroffen werden sollen, wahrend aber Ortsvektoren verschoben werden sollen (siehe Bild

3.10).

Homogene Koordinaten werden in normale Vektoren umgewandelt, indem man einfach
wieder die 4. Komponente weglasst.

1
0
0

Zusammengefasst kann man also schreiben:

Ein homogener Vektor ist ein Vektor des R* Vektorraumes, der es ermdglicht, affine

. . . . 4
Transformationen von IR> Vektoren als lineare Transformationen im IR* Raum zu
betrachten.

Ein Ortsvektor V wird zu einem homogenen Vektor erweitert, indem seine 4.
Komponente 1 gesetzt wird:

- _(v
vhomogen_ < 1 )

Ein Richtungsvektor 7 wird zu einem homogenen Vektor erweitert, indem seine 4.
Komponente 0 gesetzt wird:

- _(7
rhomogen_ ( 0 )

Ein homogener Vektor kann in einen Orts- oder Richtungsvektor umgewandelt
werden, in dem die 4. Komponente (entweder 1 oder 0 ) weggelassen wird:

Xy
Xy
— _ x2 2—»_
xhomogen_ X= Xy
X3
X3
Xy
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Man kann Translationen nur dann durch lineare Transformationen darstellen, wenn man
homogene Koordinaten und quadratische 4x4 Matrizen benutzt.

4x4 Matrizen, die verwendet werden, um homogene Vektoren zu transformieren,
werden als homogene Matrizen bezeichnet.

Der Wechsel auf 4x4 Matrizen fallt nicht schwer, da alle Definitionen und (skizzierten)
Beweise unabhangig vom Rang der Matrix oder des Vektorraumes waren.

Allgemein kann eine 3x3 Transformationsmatrix A leicht in eine homogene
Transformationsmatrix /4 umgewandelt werden durch:

0
A 0
H= 0
0 0 0 1

Eine solche homogene Transformationsmatrix beschreibt eine lineare, homogene
Transformation.

Die Eigenschaft der Verkettung folgt analog aus den Eigenschaften der linearen
Transformation.

Bei der Invertierbarkeit kann man bei den Transformationsmatrizen der
Grundtransformationen der Rotation und Skalierung wie schon beschrieben argumentieren
und damit ihre Invertierbarkeit beweisen.

Die Umkehrung der Translation kann intuitiv wie die Umkehrung der Skalierung hergeleitet
werden:

Wenn man alles um einen Verschiebungsvektor d verschiebt, so kann dies durch eine
Verschiebung um —d riickgangig gemacht werden.

Die Probe zeigt, dass diese Annahme korrekt ist:

010 dffo 10 —d,[_|01 0 ~d+d,[_|o 1 00|,
0 01 d5110 0 1 -—d; 0 0 1 —ds+d; 0010

000 1]|l0 0 o0 1 000 1 0 0 01

Allgemein kann man {iber Translationen und affine Transformation noch festhalten:
Eine affine Transformation der Form v'=7 (v)=A7V+d , wobei Translationen

ein Spezialfall mit A= sind, kann ausgedriickt werden durch eine homogene
Transformationsmatrix der Form:

| 4 d
000 1

Durch die gleiche Argumentation wie in 3.2.2 Transformationen und Matrizen kann jetzt
auch wieder bewiesen werden, dass verkettete Transformationen aus diesen
Grundtransformationen invertiertbar sind.

Damit ist der Wechsel in den homegenen Koordinatenraum (also die Verwendung von
homogenen Koordinaten und Transformationen/Matrizen) schon fast vollstandig behandelt.
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3.2.6 Umkehrung von homegenen Transformationsmatrizen
Es fehlt noch ein Hilfsmittel um eine homogene 4x4 Transformationsmatrizen 7 der Form
T :[0 ’3 0 Cll] zu invertieren, wobei A eine 3x3 Transformationsmatrix ist.

Es kann leicht gezeigt werden, dass der 4. Zeilenvektor von 2 solchen miteinander

verketteten Matrizen auch <0, 0,0, 1> ist. Dies kann durch Ausmultiplizieren leicht tiberpriift
werden.

Um den Aufbau der Inversen herzuleiten, analysieren wir zuerst einmal das Verhalten der
urspriinglichen Matrix bei einer Transformation:

Vi Vil .
- % ! - A % +d'V
vi=| "2 |=Tv= 2 4
vy ' Vs
!
Vy v,

Versucht man nach v aufzuldsen, so erhélt man nacheinander, wenn man die 4.
Komponente aus den Betrachtungen weglasst, da offensichtlich gilt v,=v,":

!

Vy iy . Vq . Vy

v, |FAlv, |[Td-vae v, |-dv=Al v, |

V3 V3 vy V3

mitv,=v,’ vi'\ o Vi ., vi'\ . I g v,
= V2' —d'V4':A v, <A Vz' —d'V4' =A A v, = v,

vy V3 vy V3 Vs
v, N Vy Vi v, N
A v,' —A'dwv,'= v, |=l v, =A" v,' _(A71d)'v4,

V3 Vs V3
Fiigt man die 4. Komponente wieder hinzu, so ergibt sich:
2 [V
Vv, Aly

1%

w
<
(O8]

V4 v,

Vergleicht man dies mit dem Ansatz fiir die Transformation von v zu V', so erkennt man,
dass es sich bei der Umkehrung um eine Transformation gleichen Typs handeln muss.
Schreibt man diese analog in eine homogene Transforamtionsmatrix um, so erhalt man:

7= A7 —A'd
0 0 0 1
Eine Probe zeigt, dass die hergeleitete Inverse korrekt ist:
s A d|l AT —ATa| | AAT —AATd+d|_
0 00 1]{0 0 O 1 0 0O 1

I —d+d _

= I
000 1

Man kann also festhalten:
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Ist T die Transformationsmatrix einer homogenen Transformation mit:

o
000 1

wobei A eine 3x3 Transformationsmatrix ist, so ist die Inverse dieser Matrix gegeben
durch:

| AT -ATd
000 1

3.2.7 Transformation von (Ebenen)normalen

Als letztes soll noch untersucht werden, wie Ebenennormalen (im Gegensatz zu Orts- und
Richtungsvektoren) transformiert werden miissen.

Die Eigenschaft einer Normale ist, dass sie zu einer Ebene immer senkrecht steht. Liegt mit
a ein Richtungsvektor in einer Ebene, so muss fiir die dazugehorige Ebenennormale 72
immer gelten: an=0.

Diese Bedingung kann auch in Matrizenschreibweise ausgedriickt werden durch: a7 =0

Wenn d nun durch eine Transformation mit der Transformationsmatrix T transformiert
wird, so muss 7 auch transformiert werden. Nennen wir diese noch unbekannte
Transformationsmatrix X .

Es muss also dann immer noch gelten:
(Ta) (Xn)=0=ad"T" X11=0

Wie muss X beschaffen sein, damit 77 herausfallt? X muss die Inverse von 77 sein!
Setzt man )(:(TT)_1 in die Gleichung ein, so erhalt man:

- - - 71—» - - i

aTTTXnZOc»aTTT(TT) n=a'Inea n=0

Daraus folgt, dass man eine Normale mit der Inversen der transponierten

Transformationsmatrix transformieren muss, um ihre Eigenschaft als Ebenennormale zu
erhalten! y y

Fir orthonormale
Transformationsmatrizen ist
gerade die Transponierte die v
Inverse. Folglich gilt flr solche / adl
Transformationen, dass Normalen
mit der gleichen

Transformationsmatrix y % . X
transformiert werden kénnen wie

andere Vektoren auch. Bei nicht Z

symmetrischen Skalierungen trifft Bild 3.11.Ungleichmdpige Skallerung (blau: Ortsvektoren,

dies aber nicht zu (siehe Bild griin: rechts mit gleicher Transformationsmatrix inkorrekt
3.11). transformierte Normale)

3.3 Strahlenverfolgung und Kontaktpunktbestimmung

Im Uberblick in 2.3 Rendervorgang wurde schon erklért, dass fiir die Strahlen die
Kontaktpunkte mit Objekten der Szene bestimmt werden und dabei die Strahlen in den
Koordinatenraum des jeweiligen Objektes versetzt werden, um die Anzahl der
durchzufiihrenden Transformationen pro Objekt zu minimieren.

Es soll noch eine mathematische Definition eines Strahles aufgefiihrt werden:

Ein Strahl (engl. Ray) R ist eine Halbgerade, die durch einen Startpunkt oder Ursprung
S, bzw. dessen Ortsvektor S und einem Richtungsvektor 7 eindeutig festgelegt ist:

R:t—R(t)=3+t7bzw. R:X=5+t7 und tER;
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Mit dieser Darstellung lassen sich mathematisch alle Kontaktpunkte mit verschiedenen
Objekten bestimmen. AuBerdem lasst sich mit einfachen Vergleichen durch den
Zusammenhang zwischen dem Parameter und der Entfernung vom Startpunkt des Strahles
feststellen mit welchem Objekt der Strahl zuerst Kontakt hat: Ein grdBeres ¢ bedingt eine
groBere Entfernung vom Startpunkt, ein kleineres eine kleinere.

3.3.1 Kontakt mit einer Ebene

Um den Kontaktpunkt eines Strahles mit einer Ebene zu bestimmen, muss zuerst festgelegt
werden, wie Ebenen beschrieben werden sollen[7]:

Ebenen werden durch die Hessesche Normalenform der Ebenengleichung dargestellt:
pPEE <7 p=d, wobei 7l die normalisierte Ebenennormale und d der entlang der
Ebenennormale gerichtete Abstand der Ebene zum Ursprung ist.

Um den Kontaktpunkt K (bzw. seinen Ortsvektor k ) eines Strahles R mit einer Ebene
E(7i,d) zu bestimmen, setzt man die Strahlenfunktion in die Ebenengleichung ein:
n-R(t)=de h’-(§+t?)=d@'ﬁ§+t'ﬁ7=d@tﬁ?:d—EE
ot= d:fs fiir 7i-d #0
nr

Das Punktprodukt zwischen der Ebenennormalen und der Strahlenrichtung ist nur dann 0,
wenn beide senkrecht aufeinander stehen, sprich wenn der Strahl parallel zur Ebene

verlduft. Dann ist t nicht definiert, es findet also kein Kontakt statt, ansonsten muss noch
Uberpriift werden, ob 1>0 ist, d.h. ob der Kontaktpunkt sich auch wirklich auf dem Strahl

befindet. K bzw. % lasst sich dann durch Einsetzen von ¢ in R (¢) finden.

3.3.2 Kontakt mit einem konvexen Polyeder

Um den Kontaktpunkt mit einem solchen Polyeder zu bestimmen, kann man nicht einfach
eine Formel benutzen, sondern muss auf einen Algorithmus zurtickgreifen.

Dazu wird das konvexe Volumen aus n Fladchen mathematisch als Schnittmenge der nicht-
positiven Halbraume (also Halbraum incl. Ebene) von n Ebenen, die durch die Flachen
verlaufen (und deren Normale dann logischerweise nach auB3en zeigt), dargestellt. Ein
Punkt mit dem Ortsvektor p befindet sich im nicht-positiven Halbraum einer Ebene
E(7i,d),wenngilt: np<d

Folgender Algorithmus liefert entweder den 1. Schnittpunkt des Strahles mit dem Polyeder
zurlick oder nichts, falls es keinen Kontakt gibt.

1. Wabhle eine der (noch lbrigen) Ebenen

2. Bestimme die Kontaktdistanz und den Kontaktpunkt des Strahles mit der Ebene
(siehe oben)

3. Falls die Kontaktdistanz gréRer als die bisher ,beste" ist, wird abgebrochen und zu
Schritt 6 gesprungen

4. Uberpriife, ob der Punkt Teil der positiven Halbrdume einer der anderen Ebenen
ist. Falls zutreffend, liegt der Punkt auf3erhalb des Polyeders, dann wird
abgebrochen und zu Schritt 6 gesprungen

5. Speichere die Kontaktdistanz und den Kontaktpunkt als bisher ,beste" Werte
6. Gehe zurlick zu Schritt 1, falls noch nicht alle Ebenen getestet wurden

Wiirfel sind auch Polyeder und man kann diesen Algorithmus auch fiir sie benutzen.
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Bild 3.12.Beispiel an einem unregelmdpfigen 6-Eck

Der Algorithmus soll an einem Beispiel (Bild 3.12) veranschaulicht werden, aber da dieses
Beispiel im zwei Dimensionalen stattfindet, werden durch die hessesche Normalenform
keine Ebenen sondern Geraden beschrieben:

Die grau gestrichelten Linien stellen die Geraden dar, die durch hessesche Normalenform
im zwei Dimensionalen beschrieben werden. Die Vektoren sind die Normalenvektoren,
dieser Geraden bzw. der Seiten des 6-Eckes. Die blaue Flache stellt die Schnittmenge der
negativen Halbrdume aller durch die Normalenform beschriebenen Geraden dar. Man
erkennt, dass diese der Flache des 6-Eckes entspricht. Die griine Halbgerade stellt den
Strahl dar und die roten Punkte die Schnittpunkte zwischen den Geraden und dem Strahl.

Der Algorithmus geht nun wie folgt vor: er bestimmt alle Schnittpunkte der Halbgerade mit
den Geraden: 6 Schnittpunkte fiir 6 Geraden.

Der Algorithmus muss fiir jeden der Schnittpunkte entscheiden, ob dieser auch wirklich ein
Kontaktpunkt ist. Er Gberpriift dies, indem er priift, ob der Schnittpunkt Teil der
Schnittflache der nicht-positiven Halbraume ist. Ist dies nicht der Fall, so liegt der Punkt
auBerhalb. Von den wirklichen Kontaktpunkten wird dann jener ausgewahlt, der am
nachsten zum Startpunkt des Strahles liegt.

3.3.3 Kontakt mit einer Kugel(oberflache)

Eine Kugeloberflache kann auch durch eine der Ebenengleichung dhnliche Form (d.h. eine

nicht parameterisierte Form) dargestellt werden: |71 — p|=r, wobei 7 der Ursprung der

Kugel, p der Punkt auf der Kugeloberflache und 7 ihr Radius ist.

Der erste Kontaktpunkt lasst sich dann wieder durch Einsetzen finden:
m—R(t)=re|i—3—tF|=re|(i—3)—tF=r’e(6-t7)=06"-2tF 0+ =1

Sy

a:=7;b:==270;c:=0"—r
D=b>—4ac=4(7-6)—47*(0*—r*)
,_=b=VD _-b+VD

! 2a 7 2a

Fir D=0 gibt es einen, fiir D> 0 zwei mdgliche Kontaktpunkte, ansonsten keinen.

Es interessieren nur nicht-negative Lésungen, da diese auf dem Strahl liegen, auBerdem
interessiert bei 2 nicht-negativen Losungen, die kleinere, da diese eine kleinere
Kontaktdistanz aufweist und somit den eigentlichen Kontakt beschreibt.

Der Kontaktpunkt bzw. sein Ortsvektor lasst sich wieder durch einsetzen in R (¢)
berechnen.
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3.4 Farbberechnung und Schattierungsmodell

Bei dem Schattierungs-/Beleuchtungsmodell handelt ist sich meistens um eine grobe
Vereinfachung der physikalischen Gegebenheiten. Moderne Raytracer benutzen meistens
ausgekliigelte Modelle, doch ich méchte mich auf ein sehr einfaches Modell stiitzen, da
alles andere zu sehr in die Physik geht[4].

Es wurde schon erwahnt, dass Farben durch 3 Einzelwerte gespeichert werden, die die
verschiedenen Intensitdten der 3 Grundfarben, Rot, Griin und Blau, enthalten. Mit Hilfe
dieser Werte kann die Farbe durch additive Farbmischung dann bestimmt werden.

Sei C die Farbe des von einem Kontaktpunkt in Richtung das Betrachters/Strahlursprungs
gesendeten Lichtes, wobei C €R®, aber kein Vektor ist, sondern einfach ein 3-er Tupel,
das die 3 Intensitaten enthalt.

Um C zu berechnen, muss man verschiedene Einzeleinfliisse auf C auswerten:

e Szenen-spezifische Lichteinfliisse: sogenanntes ambientes Licht,
LUmgebungslicht", dass von Uberall her einstrahlt und die Szene gleichmaBig
ausleuchtet

e Lichtquellen-spezifsche Einfliisse, die fir jede Lichtquelle einzeln betrachtet werden
mussen: der sogenannte diffuse Anteil, der durch Streuung des Lichtes an der
Kontaktoberflache entsteht und der sogenannte spekulare Anteil, der durch direkt
reflektiertes Licht entsteht.

e Material-spezifische Einfllisse, die sich aus den Materialeigenschaften ergeben

Um das ganze durch eine Formel ausdriicken zu kénnen, miissen zuerst einige
Bezeichnungen festgelegt werden.

M ppiens + M gigrus und M g4, , it Werten zwischen O und 1 fiir jede der 3
Farbkomponenten, bezeichnen die Starke, mit der das Material des Kontaktobjektes auf die
ambienten, diffusen und spekularen Einfllisse reagiert.

S.miens DEZEICHNEL die Intensitdten des ambienten Szenenlichtes.

L s und Lspekula, stellen die diffusen und spekularen Lichtintensitdten einer Lichtquelle
L dar und S; den Ursprung des Lichtes, bzw. die Position der Lichtquelle.

[d,ﬂus(_lé, 7, §,) ist eine Funktion, die in Abhéngigkeit vom Ortsvektor & des Kontakts, der
Oberfliachennormale 7 am Kontaktpunkt und dem Ortsvektor S; der Position einer

Lichtquelle L die Intensitat berechnet, mit welcher der diffuse Anteil des Lichtes den
Betrachter erreichen kann.

Ispeku,a,(/;, n,s;,V) bezeichnet analog die Funktion, die dies fiir den spekularen Anteil
berechnet, aber zusatzlich noch den Ortsvektor v der Betrachterposition braucht.

Farbtupel werden komponentenweise addiert und multipliziert, also:
(rl) 81> b1)+(l’2,g2, bz):(r1+rz:g1+g2’ b1+b2)
(rl) 81s bl)'(rz’gzx b2)=(r1-r2, g1'g2’b1'b2)

Mit diesem Wissen kann man die Formel fiir C wie folgt ausdrtiicken:

—

ambient+ Z I:Mdlfqu'Ldlﬂ‘uS.[difqu(k)n) SL)+

L=sichtbares Licht

C=M S

ambient

M

spekular L spekular. I spekular ( k s 1,S L) ]

Wie werden 7 ;s (K, 71, S;) und 1 ppu0 (k. 71, 57 ) berechnet?
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Diffuser Anteil
Der diffuse Anteil, der gestreutes Licht entsteht, ist unabhangig vom

Beobachterstandpunkt, da angenommen wird, dass der diffuse Anteil Gberall hin
gleichmaBig gestreut wird.

Einzig und allein der Winkel zwischen der Kontaktoberflache und dem Lichteinfallsvektor
verandert die Streuintensitat.

Dies lasst sich wie folgt begriinden (Idee aus[4]): 7
Nehme man an, ein Lichtstrahl wirde senkrecht auf eine : -
Oberflache fallen und die Querschnittsflache ware A , n
neigt man die Flache gegeniiber dem Lichtstrahl, so A
vergroBert sich A um 1/cos« , wie man Bild 3.13
entnehmen kann. Die transportiere Lichtleistung ist aber
konstant geblieben, da sich der Durchmesser des

Lichtstrahles nicht verandert hat. Daraus kann man
schlieBen, dass sich die Intensitdt der pro Flacheneinheit

auftreffenden Lichtleistung um cos & verringert hat.

Bild 3.13.Lichteinfall dargestellt
als grauer Balken

AuBerdem erkennt man, dass sich der Neigungswinkel auch allgemein zwischen dem
Einfallsvektor des Lichtes und der geneigten Oberflachenormale (im Bild 7 ) wiederfindet.

Damit lasst sich die Funktion Idgcfus(_lé, 1, S;) aufstellen:

Lichteinfallsvektor
—
n (s —k )
| n | ‘ s,—k |

-

Id,-ﬁﬁm(k,_ﬁ,§L)=max(0,cosa)=max 0,

Dabei wird max(O) benutzt, um den Wert nicht negativ werden zu lassen, da die
Intensitat nur zwischen 0 und 1 liegen soll.

Spekularer Anteil

Der spekulare Anteil entsteht dadurch, dass Licht nach dem Reflexionsgesetz
»Einfallswinkel=Ausfallswinkel" reflektiert wird und den Beobachter trifft.

Wenn der Vektor vom Kontaktpunkt in Richtung Betrachter
genau mit dem reflektierten Einfallsvektor des Lichtes

- -
e ~,

Ubereinstimmt, sollte der ganze spekulare Anteil tibertragen /
werden, ansonsten soll er mit groBer werdender Diskrepanz AN
zwischen den beiden Vektoren immer kleiner werden. /

Auch hier erweist sich das Punktprodukt bzw. der Cosinus  Biid 3.14.Graph des Cosinus von
zwischen den beiden Vektoren als niitzlich, da er bei 0° sein  _11/2 pis +710/2
Maximum hat und sonst abnimmt (vgl. Bild 3.14).

Bevor aber die Funktion angegeben wird, erscheint es ratsam zuerst

eine Hilfsfunktion 7 (Vv ,7) herzuleiten, die einen Vektor v an einer .

Normalen 7 reflektiert. Py P

Dazu braucht man einen Hilfsvektor p , der eine der Katheten in dem -

aus 71, v und p gebildeten rechtwinkligen Dreieck ist: T —-:I M ;

S s rv,n

-~ VAo -
===V i i

p 7 17| (Herleitung, siehe [4]) Bild 3.15.

Der reflektierte Vektor ist dann gegeben durch:

- = - -

7(?,h’)=17+2Za=v+2(%~7—\7)=2%~n—v
il Tl 7P
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Man konnte nun Ispem,ar(%, 1 ,s;) aufstellen durch:
- §L_k - V—_IE
| ——=.1|——=

.=kl ) [v—k

Tatsachlich nimmt man aber noch eine n-te Potenz davon,

um die durch den spekularen Anteil erzeugten Glanzlichter / "“\\
scharfer zu machen (vgl. Bild 3.16). / !
/ \

Somit ergibt sich: / \

/ N

FnS [ Sk S\ vk i Bild 3.16Graph E
I piiar (b, 70,8,)=| 7 =, 1 |- ——= | zB. mitn=5  Buld3.16Graph von cos”x
spekular 2 IEs L - > -
s.—kl" ] [v—kl|

Damit ist die Beschreibung dieses grundlegenden Modells fertig. Auf Reflexion, Refraktion
und die Fresnel-Gleichungen wird hier aber verzichtet, da diese Eigenschaften nicht
unbedingt nétig sind, um den Aufbau eines Raytracers zu begreifen, und die Beschreibung
weitaus komplizierter werden wirde.

4 Anhang (mit zusatzlichen, von der Korrektur
ausgeschlossenen Materialien)

4.1 Einfihrung in Lineare Algebra

Hier soll das Wissen Uber Vektoren aufgefrischt werden bzw. auf eine gemeinsame Basis
gestellt werden.

Flr ausgiebigere Definitionen kann in unserer Formelsammlung[1], in [4] und in [2]
nachgeschlagen werden, woraus die folgenden Definitionen (mit kleinen Abanderungen
von mir) stammen.
4.1.1 Vektoren und ihre Eigenschaften

1. Ein Vektor besteht aus n reellen Komponenten, man schreibt vER" .

2. Es sind folgende Schreibweisen maglich:
Vi
V= v, =<V1; Vo, V3>
V3

Letztere Darstellungsweise ist besonders bei komplizierten Formeln niitzlich, da sie
es erlaubt, den Vektor in nur einer Zeile darzustellen.

3. Vektoren werden komponentenweise addiert und subtrahiert:

4. Dabei gilt:
u+v=v+u (Kommutativitit)
u+v+w=u+(v+w) (Assoziativitit)

5. Sie kénnen skalar multipliziert werden:
av=va=a(v,,v,,v;)=(av,,av,,av;)

6. Dabei gilt:
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10.

4.1.2

abv=a(bV) (Assoziativitit der skalaren Multiplikation)
a(u+v)=au+ av (Distributivitit der skalaren Multiplikation I)
(a+b)v=av+ bV (Distributivitit der sklaren Multiplikation ITI)

Zwei Vektoren kénnen mittels des Skalarprodukts (auch inneres Produkt genannt)
verknUlpft werden:

u-v=uv= ul,uz,u3>-<v1,v2,v3>:u1v1+u2v2+u3v3:|ﬁ||\7|cos<I(i2,i/’) bzw.
n

allgemein: V=Y u,v,
i=1

Dabei gilt:

u (Kommutativitit)

Tl Sl o=
el R
i‘ <4
} I <4
NS
~—— —~
:lx
S—

<
[l
Il
—= |

Zwei Vektoren kdnnen (ber das Kreuzprodukt (auch Vektorprodukt oder dauBeres
Produkt genannt) verkniipft werden:

U, V3—Usv,
UXV= U3 v — Uy vy

Uy Vy— U vy
Dabei gilt:

i x| =|ii|[v|sin % (%, V)

-

Matrizen und ihre Eigenschaften
Eine Matrix aus n Zeilen und m Spalten, kurz: nXm , besteht aus n-m Zahlen.

Sie wird wie folgt dargestellt:

a;; 4y o Gy
A=| % Gn 0 Ay
an] anZ T anm

a; oder (A); bezeichnet dabei die Zahl, die in der i -ten Zeile und j -ten Spalte
steht.

Beispiel:

le 4 5
3 2 6

(X)23=x23=6

Eine Matrix heiBt quadratisch, wenn m=rn ist.

Eine Matrix A kann transponiert werden, gekennzeichnet durch A", dabei wird
sie an ihrere Diagonalen gespiegelt, mathematisch ausgedriickt:
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(47),=(4),
Beispiel:
34
3 4 2 4
5. AuBerdem gilt:
(AB)'=B" A"

6. Ein Vektor kann als Matrix mit einer Spalte (Spaltenvektor) geschrieben werden:

Oder als Zeilenvektor als Matrix mit 1 Zeile:
T/’T:[vl Vv, v3]

7. Eine Matrix kann auch durch ,Untermatrizen" dargestellt werden:
A:[l 2] 85 6].c=[7 8]

3 47
1 25
D—[é ’93 ]z 3 4 6
7 8 9
8. Eine Matrix kann folglich auch durch Vektoren dargestellt werden:
e durch Spaltenvektoren @,,*-, @, :
A=l - a]
e oder durch Zeilenvektoren b, -+, b "
b,
B=| :
5’ T
Beispiel:

&=(:15))'E=<421)"A=[i 77]=[; 421]
_C,:(;);a:<z>;32|:2{|:[; 421]

9. 2 Matrizen werden wie Vektoren komponentenweise addiert und subtrahiert:
C=A+Bo(A+B);=(A);=(B);

ij—

Beispiel:

BHEEAEHN

10. Eine Matrix kann mit einer reellen Zahl skalar multipliziert werden:
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sa,;, sa,, - Sa,

sA=As=| S0a SAn Sl | (a) —(As) = 5(A),

San] San2 sanm

Beispiel:

(B H

11. AuBerdem gilt fiir s, €R und A, B als nXm Matrizen:

A+B=B+A
A+B+C=A+(B+C)
s(tA)=(st)A
s(A+B)=sA+sB
(s+t)A=sA+tA
12. Zwei Matrizen A, B kénnen miteinander multipliziert werden, wenn A eine X P

und B eine pXm Matrix ist. Als Ergebnis entsteht eine nXm Matrix:

p

(4B);=2, (A)y(B)y

k=1

Anders geschrieben:
Wenn A aus Zeilenvektoren und B aus Zeilenvektoren besteht:

a
_ [l’ . . - - -
A=|%|:B=|b, b, b,]
an

dann ist das Produkt (A B)ij der Wert des Skalarprodukts des i -ten Zeilenvektors
von A mit dem j -ten Spaltenvektor von B, oder noch einfacher gesagt:

Der Wert der i -ten Zeile und j -ten Spalte der resultierenden Matrix ist das
Skalarprodukt der i -Zeile von A mit der j -ten Zeile von B .

Beispiel:

I 213 1|_|13+22 1-1+2:4(_|7 9

3 412 4 3:3+4-2 3-1+4-4 17 19
13. AuBerdem gilt:

sAB=s(AB)

ABC=A(BC)

14. Eine Matrix, deren Diagonale nur aus lern besteht und deren andere Felder
ansonsten gleich 0 sind, wird allgemein als Identitdtsmatrix oder
Einheitsmatrix / bezeichnet.

=Y T
0o
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Dabei wird der Einfachheit halber immer die MatrixgréBe angenommen, die zur
restlichen Rechnung passt. D.h. wenn man mit 2x2 Matrizen rechnet, so ist mit /
die 2x2 Identitatsmatrix bezeichnet, bei 3x3 Matrizen, die 3x3 Identitatsmatrix.

15. Dabei gilt:
Al=1A=A

16. Zu manchen Matrizen gibt es eine sogenannte inverse Matrix, fiir welche gilt:
A-AT'=ATA=T
Die inverse Matrix von A wird A~' genannt.

Das Berechnen einer inversen Matrix ist normalerweise recht kompliziert und wird
deshalb hier auBen vorgelassen, da es einige Vereinfachungen gibt, die der
Raytracer benutzen kann. Auf diese wird in der Facharbeit eingegangen.

17. AuBerdem gilt:
(AB) '=B'A™!

18. Zusatzlich kann eine Matrix immer invertiert werden, wenn ihre Transponierte
invertiert werden kann.

Anmerkung:
In der Facharbeit werden entweder Zeilen- und Spaltenvektoren (Ersteres aber
auBlerst selten) oder quadratische Matrizen benutzt.
4.1.3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme
Es wird vorausgesetzt, dass Gleichungssysteme bekannt sind. Nehmen wir z.B.:
a,x+ta,y+a,z=d,
b, x+b,y+b,z=d,
c,x+c,y+cyz=d,

Mit Matrizen kann dieses Gleichungssystem dargestellt werden durch:

a, a, a;||x d,
b, b, bs||y || 4,
¢, 6 C5|L*% d,

Es lasst sich durch Ausmultiplizieren leicht tberpriifen, dass beide Darstellungen aquivalent
sind:

a, a, as|| x d, a,x+b y+c,z d, a,x+b y+c,z=d,

b, b, b;||yI|=|d,|=|ax+b,ytc,z |=|d, | a,x+b,y+c,z=d,

c, ¢, c5|LZ d, a;x+byy+tc,z d, | a;x+byy+cyz=d,
Der Vorteil der Matrixdarstellung liegt darin, dass Koeffizienten, Unbekannte und Lésungen
voneinander getrennt sind.
Allgemein ldsst sich jedes Gleichungssystem, das die Unbekannten X, X, -+, X, hat und

aus m Gleichungen mit den Koeffizienten a,, *-*, a,,,"**,a,;," ", a,, und den Lésungen
b, -, b, besteht, darstellen durch:

Xy ap Qi b,
X: ;A: E . ,B: .

xn anl anm bm
AX=B
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Durch Multiplikation mit der Inversen, sofern es sie gibt, ergibt sich:
AX=B |-A™
A" AX=A"B
= IX=A"'B
©X=A"B
Und damit lassen sich beliebe Gleichungssysteme einfach I6sen.

Damit ist der Grundstein gelegt fiir die Behandlung von Transformationen und
ihrer Verkettung, etc.

4.2 Zusatzliche Beweise

4.2.1 Matrizen aus Basisvektoren sind invertierbar (fur Kapitel
3.2.3 Seite 16)

Linear unabhangige Vektoren, also auch Basisvektoren, kdnnen keine geschlossene
Vektorkette bilden.
Dies wird dadurch ausgedriickt, dass die Gleichung fiir die Vektoren v,,--, V,:

AV +4A, V=0
nur die triviale Loésung A, =0 (fiir alle k) hat.

Diese Gleichung ist aquivalent zu:

A 0
[‘_;1 ‘_;n] N
A, 0
Da es genau eine Losung hat, existiert auch eine Inverse zu [\71 Vn] .

Damit ist der Fall flir Matrizen, deren Spalten aus Basisvektoren bestehen, schon bewiesen.
Flir Matrizen, deren Zeilen aus den Basisvektoren bestehen, kann festgestellt werden, dass
ihre Transponierte invertierbar ist (da deren Spalten ja dann aus Basisvektoren bestehen)
und mit dem Satz, dass Matrizen genau dann invertiert werden kénnen, wenn ihre
Transponierte invertiert werden kann, ist dann auch dieser Fall bewiesen.

4.3 Verwendete Software
e Microsoft ,Visual Studio .NET 2003" zur Entwicklung des Raytracers

e ,OpenOffice" zur Erstellung der Facharbeit

e ,GIMP", ,Z.u.L", ,Inkscape", ,Dia" und ,Powertoy Calculator" zur Erstellung der
Schemata, Illustrationen, Graphen und Grafiken
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Lineare Transformation.....12, 13, 14, 19ft.
N
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Ich versichere, dass ich diese Arbeit selbststandig gefertigt habe; die
verwendete Literatur habe ich vollstindig angegeben.
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